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Pozadavky

Logika - jazyk, formule, sémantika, tautologie

Rozhodnutelnost, splnitelnost, pravdivost, dokazatelnost

Normalni tvary vyrokovych formuli, prenexni tvary formuli predikatové logiky
Automaty - Chomského hierarchie, t¥idy automatii a gramatik, determinismus
a nedeterminismus.

0.1 Logika — jazyk, formule, sémantika, tautologie
Jazyk

Logika prvniho fadu
Formalni systém logiky prvniho radu obsahuje jazyk, axiomy, odvozovaci pravidla,
véty a dikazy. Jazyk prvniho fadu zahrnuje:

neomezené mnoho proménnych x, z, . ..
funkéni symboly f1, fo ..., kazdy ma aritu n > 0
predikatové symboly py, ps ..., kazdy ma aritu
symboly pro logické spojky (—,V, &, —, <)
symboly pro kvantifikatory (V, 3)

muze (ale nemusi) obsahovat binarni predikat ” = 7, ktery pak musi mit
vlastnosti ekvivalence.

Proménné, logické spojky a kvantifikatory jsou logické symboly, ostatni symboly
se nazyvaji specidlni.

Definice (Jazyk vyrokové logiky)
Jazyk vyrokové logiky je jazyk prvniho fadu, obsahujici vgrokové proménné (”pr-
votni formule”), logické spojky —,V, &, —, <> a pomocné symboly (zavorky).

Definice (Jazyk predikdtové logiky)
Jazyk predikatové logiky je jazyk prvniho fadu, obsahujici proménné, predikdtove
symboly (s nenulovou aritou), funkcni symboly (mohou mit nulovou aritu), sym-
boly pro logické spojky a symboly pro kvantifikdtory.

Formule

Definice (Formule vjrokové logiky)
Pro jazyk vyrokové logiky jsou nasledujici vyrazy formule:

1. kazda vyrokova proménna
2. pro formule A, B i vyrazy —A, (AV B), (A&B), (A — B), A< B

3. kazdy vyraz vzniknuvsi koneénym uzitim pravidel 1. a 2.

Mnozina formuli se nazyva teorie.



Definice (Term)
V predikatové logice je term:

1. kazda proménna
2. vyraz f(t1,...,t1) pro f n-arni funkéni symbol a ¢y, ..., ¢, termy
3. kazdy vyraz vzniknuvsi koneénym uzitim pravidel 1. a 2.

Podslovo termu, které je samo o sobé term, se nazyva podterm.

Definice (Formule predikdtové logiky)
V predikatové logice je formule kazdy vyraz tvaru p(ti,...,t,) pro p predikatovy
symbol a tq,...,t,) termy. Stejné jako ve vyrokové logice je formule i (konecné)
spojeni jednodussich formuli log. spojkami. Formule jsou navic i vyrazy (3x)A a
(Vz)A pro formuli A.

Podslovo formule, které je samo o sobé formule, se nazyva podformule.

Definice (Volné a vdzané promeénné)
Vyskyt proménné x ve formuli je vdzany, je-li tato soucasti néjaké podformule
tvaru (3x)A nebo (Vz)A. V opacném piipadé je volny. Formule je oteviend, pokud
neobsahuje vazanou proménnou, je uzavrend, kdyz neobsahuje volnou proménnou.
Proménna mtize byt v téze formuli volnd i vazana (napf. (x = z) — (3x)(z = 2)).

Sémantika

Definice (Pravdivostni ohodnoceni ve vgrokové logice)
Vyrokové proménné samotné neanalyzujeme — jejich hodnoty mame dany uz zvnéjsku,
mame pro né mnozinu pravdivostnich hodnot ({0,1}).

Pravdivostni ohodnoceni v je zobrazeni, které kazdé vyrokové proménné priradi
pravé jednu hodnotu z mnoziny pravdivostnich hodnot. Je-li zndmo ohodnoceni
proménnych, 1ze uréit pravdivostni hodnotu v pro kazdou formuli (pfi daném ohod-
noceni) — indukei podle jeji slozitosti, podle tabulek pro logické spojky.

Definice (Interpretace jazyka predikatové logiky)
Interpretace jazyka je definovana mnozinovou strukturou M, ktera ke kazdému
symbolu jazyka a mnoziné proménnych prifadi néjakou mnozinu individui. M
obsahuje:

e neprazdnou mnozinu individui M.
e zobrazeni fy; : M"™ — M pro kazdy n—arni funkéni symbol f
e relaci pyy C M™ pro kazdy n—arni predikat p

Interpretace termt se uvazuje pro dany jazyk L a jeho interpretaci M. Ohod-
noceni proménnych je zobrazeni e : X — M (kde X je mnoZina proménnych).
Interpretace termu t pii ohodnoceni e - t[e]| se definuje nasledovné:

tle] = e(x) je-li t proménnd x
o tle] = fu(tife], ..., tule]) pro term tvaru f(ty,...,t,).



Ohodnoceni zavisi na zvoleném M, interpretace termii pti daném ohodnoceni pak

jen na konecné mnoha hodnotéach z néj. Pokud jsou x4, ..., x, vSechny proménné

termu ¢ a e, ¢ dvé ohodnoceni tak, ze e(z;) = €'(x;)Vi € {1,...,n}, pak t[e] = t[e'].
Pozmeénéné ohodnoceni y pro x = m € M je definovano:

o(z/m _ m(pro y = x)
) {e<y><jinak>

Definice (Substituce)

Substituce proménné za podterm v termu (t,, . .[t1,...,t,]) je soucasné nahra-
zeni vSech vyskytd proménnych x; termy ¢;. Je to term. Instance formule je sou-
casné nahrazeni vSech volnych vyskyt néjakych proménnych za termy. Je to taky
formule, vyjadruje specidlnéjsi tvrzeni — ne vzdy ale lze provést substituci bez
zmény vyznamu formule. Term je substituovatelny do formule A za proménnou
x, pokud pro Vy vyskytujici se v ¢ zddna podformule formule A tvaru (Jy)B ani
(Vy) B neobsahuje volny vyskyt .

Definice (Uzdveér formule)
Jsou-li xq,...,x, vSechny proménné s volnym vyskytem ve formuli A, potom
(Vxq) ... (Vz,)A je uzdvér formule A.

Tautologie

Definice (Tautologie)
Formule je tautologie, jestlize je pravdiva pii libovolném ohodnoceni proménnych

( 4.

Definice (Tautologicky dusledek)
Teorie U je tautologicky disledek teorie T, jestlize kazdy model T je také modelem
U(TEDU).

0.2 Rozhodnutelnost, splnitelnost, pravdivost a dokazatel-
nost

Rozhodnutelnost

Definice (Rekurzivni funkce a mnoZina)
Rekurzivni funkce jsou vsechny funkce popsatelné jako f : N¥ — N, kde k > 1,
tedy vSechny ”algoritmicky vy¢islitelné” funkce. Mnozina prirozenych cisel je re-
kurzivni mnoZina (rozhodnutelnd mnoZina), pokud je rekurzivni jeji charakteris-
ticka funkce.

Definice (Spocetny jazyk, kod formule)
Spocetny jazyk je jazyk, ktery mé nejvys spocetné mnoho specidlnich symboli.
Pro spocetny jazyk, kde lze efektivné (rekurzivni funkei) ocislovat jeho speciélni
symboly, lze kazdé jeho formuli A ptiradit jeji kod formule - prir. ¢islo #A.



Véta (Churchova o nerozhodnutelnosti predikatové logiky)
Pokud spocetny jazyk L prvniho fadu obsahuje alespon jednu konstantu, alespon
jeden funkéni symbol arity £ > 0 a pro kazdé pfirozené ¢islo spocetné mnoho
predikitovych symbold, potom mnozina {#A|A je uzaviena formule a L | A}
neni rozhodnutelna.

Véta (o nerozhodnosti predikdatové logiky)
Necht L je jazyk prvniho fadu bez rovnosti a obsahuje alespoii 2 binarni predikéaty.
Potom je predikatova logika (jako teorie) s jazykem L nerozhodnutelna.

Definice (TFi popisy aritmetiky)
Je dén jazyk L ={0,S5,+,-}.

e Robinsonova aritmetika - " ()" s jazykem L ma 8 nasl. axiomi:

1. S(z)#0

2. S(x) =5y) » ==y
3. 240 — () = 5())
4. 2+0=ux

5. x+ S(y) = S(x +v)

6. 2-0=0

7.

- S(y)=(z-y) +a
8. x<y«— (F2)(z+z=y)

e Peanova aritmetika - 7 P” mé vSechny axiomy Robinsonovy kromé tietiho,
navic ma Schéma(aziomi) indukce - pro formuli A a proménnou x plati:
Ay[0] — {(Vz)(A — A,[S(2)]) — (Vz)A}.

o Uplnd aritmetika mé za axiomy vSechny uzaviené formule pravdivé v N, je-li
N standardni model aritmetiky - ”pravdiva aritmetika”. Teorie modelu N je
mnozina Th(N) = {A|A je uzaviend formule a N = A}.

Plati: @ C P C Th(N). @ mé kone¢né mnoho axiomi, je tedy rekurzivné axioma-
tizovatelna. P méa spocetné mnoho axiomi, kédy axiomt schématu indukce tvori
rekurzivni mnozinu. Th(N) neni rekurzivné axiomatizovatelna.

Definice (Mnozina kddi vét teorie)
Pro T teorii s jazykem aritmetiky definujeme mnozZinu kodu vet teorie T jako

Thm(T) = {#A|A je uzaviend formule a '+ A}.

Definice (Rozhodnutelnd teorie)
Teorie T' s jazykem aritmetiky je rozhodnutelnd, pokud je mnozina Thm(T) re-
kurzivni. V opacném pripadé je T' nerozhodnutelnd.

Véta (Churchova o nerozhodnutelnosti aritmetiky)
Kazdé bezesporné rozsifeni Robinsonovy aritmetiky @) je nerozhodnutelna teorie.

Véta (Gddel-Rosserova o neuplnosti aritmetiky)
Zadné bezesporné a rekurzivné axiomatizovatelné rozsifreni Robinsonovy aritme-
tiky ) neni uplna teorie.



Splnitelnost

Definice (Splnitelnost)
Mnozina formuli ve vyrokové logice je splnitelnd, jestlize existuje ohodnoceni v,
tak. ze VA € T je pravdiva pii v. Potom se v nazyva model teorie T.

Pravdivost

Definice (Pravdiva formule vyrokové logiky)
Formule vyrokové logiky A je pravdivd pfi ohodnoceni v, je-li 5(A) = 1, jinak je
nepravdivd. Je-li formule A pravdiva pii ohodnoceni v, pak fikame, Ze v je model

A (v A

Definice (Tarského definice pravdy)
Pro dany jazyk predikatové logiky L, M jeho interpretaci, ohodnoceni e a A
formuli tohoto jazyka plati:

1. A je splnéna v ohodnoceni e (M |= Ale]), kdyz:
e A je atomickd tvaru p(ty,...,t,), kde p neni rovnost a (t1[e], ..., t,[e]) €

Pm-

A je atomicka tvaru t; = to a t1[e] = to]e]

A je tvaru =B a M [~ Ble]

A je tvaru B — C' a M B~ Ble] nebo M = Cle]

A je tvaru (Vz)B a M = Ble(z/m)] pro kazdé m € M

A je tvaru (3z)B a M |= Ble(z/m)] pro néjaké m € M

2. Aje pravdiva v interpretaci M (M | A), jestlize je A splnéna v M pii kazdém
ohodnoceni proménnych (pro uzaviené formule staci jedno ohodnoceni, splnéni
je vzdy stejné)

Definice (Logicky pravdiva formule predikatové logiky)
Formule A je validni (logicky pravdivd) (= A), kdyZ je platna pii kazdé interpretaci
daného jazyka.

Dokazatelnost

Definice (Aziomy vyrokové logiky)
Pro redukovany jazyk vyrokové logiky (po sniZeni poctu log. spojek na zakladni (—
, 7)) jsou aziomy vyrokové logiky (schémata axiomil) vSechny formule nasledujicich
tvart:

e (A— (B — A)) (Al - ”implikace sebe sama”)
e (A—-(B—0C))— ((A— B)—(A—(C)) (A2 - "roznasobeni”)
e (B — —-A) — (A — B) (A3 - "obracena negace implikace”)



Definice (Odvozovaci pravidlo vyrokové logiky)
Vyrokova logika mé jediné odvozovaci pravidlo — modus ponens:

AA— B
B

Definice (Dikaz ve vyrokové logice)
Ditkaz A je konec¢na posloupnost formuli Aq, ... A,, jestlize A, = A a pro kazdé
i = 1,..n je A; bud axiom, nebo je odvozend z piedchozich pravidlem modus
ponens. Existuje-li dukaz formule A, pak je tato dokazatelnd ve vyrokové logice
(je vétou vyrokové logiky - - A).

Definice (Dikaz z predpokladii)
Diikaz formule A z predpokladii je posloupnost formuli Ay, ... A, takova, ze A, =
A a Vi€ {1,.n} je A; axiom, nebo prvek mnoziny ptredpokladii 7', nebo je od-
vozena z prechozich pravidlem modus ponens. Existuje-li dikaz A z T', pak A je
dokazatelna z T - T + A.

Véta (o dedukci)
Pro T" mnozinu formuli a formule A, B plati:

T+A— Bpravé kdyz T, A B

Definice
Mnozina formuli 7" je spornd, pokud je z predpokladi 7" dokazatelna libovolna
formule, jinak je T bezespornd. T je mazximdlni bezespornd mnozina, pokud je T
bezesporna a navic jedina jeji bezesporna nadmnozina je 1" samo. Mnozina vSech
formuli dokazatelnych z T" se zna¢i Con(T).

Véta (Lindenbaumova)
Kazdou bezespornou mnozinu formuli vyrokové logiky 7' lze rozsitit na maximalni
bezespornou S, T C S.

Véta (o bezespornosti a splnitelnosti)
Mnozina formuli vyrokové logiky je bezesporna, pravé kdyz je splnitelna.

Véta (Veta o uplnosti virokové logiky)
Je-1i T' mnozina formuli a A formule, pak plati:

1. THApravekdyz T = A
2. b A pravé kdyz E A (A je vétou vyrokové logiky, pravé kdyz je tautologie)

Tedy vyrokova logika je bezesporna a jsou v ni dokazatelné pravé tautologie.

Véta (o kompaktnosti)
Mnozina formuli vyrokové logiky je splnitelna, pravé kdyz je splnitelna kazda jeji
kone¢na podmnozina.



Definice (Formdlni systém predikdtové logiky)
Pracujeme s redukovanym jazykem (jen s log. spojkami —, — a jen s kvantifikato-
rem V). Schémata Aziomu predikdtové logiky vzniknou z téch ve vyrokové logice
prostym dosazenim libovolnych formuli predikatové logiky za vyrokové proménné.
Modus ponens plati i v pred. logice. Dalsi axiomy a pravidla:

e schéma(axiom) specifikace: (Vr)A — A.[t]
e schéma preskoku: (Vx)(A — B) — (A — (Vx)B), pokud proménna x nema
volny vyskyt v A.

e pravidlo generalizace: ﬁ

Toto je formalni systém pred. logiky bez rovnosti. S rovnosti pribyva symbol = a
dalsi tfi axiomy.

Poznamka (Viastnosti formuli predikatové logiky)

1. Je-li A" instance formule A, pak jestlize plati - A, platiit A’. (Véta o instan-
cich)
2. Je-li A" uzévér formule A, pak = A plati pravé kdyz = A’. (Véta o uzdvéru)

Véta (o dedukci v predikdtové logice)
Necht T je mnozina formuli pred. logiky, A je uzaviend formule a B lib. formule,
potom T'H A — B pravé kdyz T, A+ B.

Definice (Teorie, model)
Pro néjaky jazyk L prvniho fadu je mnozina T" formuli tohoto jazyka teorie pruniho
radu. Formule z T jsou specidlni axiomy teorie T'. Pro interpretaci M jazyka L je
M model teorie T (M = T), pokud jsou vSechny specidlni axiomy 7" pravdivé v
M. Formule A je sémantickym dusledkem T: T |= A, jestlize je pravdiva v kazdém
modelu teorie 7.

Véta (o korektnosti)
Je-1i T teorie prvniho fadu a A formule, potom plati:

1. Jestlize T+ A, potom T = A.
2. Specialné jestlize - A, potom = A.

Véta (o dplnosti v predikdtové logice)
Necht T je teorie s jazykem prvniho fadu L. Je-li A lib. formule jazyka L, pak
plati:

1. THAprave kdyz T = A
2. T je bezesporna, praveé kdyz ma model.

Definice (Uplnd teorie)
Teorie T s jazykem L prvniho fadu je upind, je-li bezesporna a pro libovolnou
uzavienou formuli A je jedna z formuli A, A dokazatelna v T.



Véta (o kompaktnosti)
Teorie T' s jazykem L prvniho fadu mé model, pravé kdyz kazdy jeji konecny
fragment 7" C T" mé& model.Tj. pro libovolnou formuli A jazyka L plati: T = A
pravé kdyz T" = A pro né&jaky koneény fragment 77 C T

0.3 Normalni tvary vyrokovych formuli, prenexni tvary for-
muli predikatové logiky

Poznamka (Viastnosti log. spojek)
Plati:

AANBFA, A BFAAB

A—~B+HA—-B A—- B B—A+FA< B

A je idempotentni, komutativni a asociativni.

FA —...(A,—=B)...) < ((AAN---NA,) — B)

DeMorganovy zakony: = (A A B) <> (mAV =B), F =(AV B) < (mA A -B)
V je monotonni (F A — AV B), idempotentni, komutativni a asociativni.

V a A jsou navzajem distributivni.

NSOt e

Véta (o ekvivalenci ve vyrokové logice)
Jestlize jsou podformule 4, ... A, formule A ekvivalentnis A} ... A, (- A, < A;)
a A’ vytvofim nahrazenim A’ misto A;, je i A ekvivalentni s A’. (Dtkaz indukci
podle slozitosti formule, rozborem piipadt A; tvaru =B, B — ()

Lemma (o dikazu rozborem pripadi,)
Je-li T mnozina formuli a A, B, C' formule, pak T, (A V B) F C plati pravé kdyz
T A-CaT, BFC.

Definice (Normdlni tvary)
Vyrokovou proménnou nebo jeji negaci nazveme literdl. Klauzule budiz disjunkce
nékolika literali. Formule v normdlnim konjunktivnim tvaru (CNF) je konjunkce
klauzuli. Formule v disjunktivnim tvaru (DNF') je disjunkce konjunkei literali.

Véta (o normdlnich tvarech)
Pro kazdou formuli A Ize sestrojit formule A, Ay v konjunktivnim, resp. disjunk-
tivnim tvaru tak, ze - A < Ay, F A — Ai. (Dikaz z DeMorganovych formuli a
distributivity, indukei podle slozitosti formule)

Prenexni tvary formuli predikatové logiky

Véta (o ekvivalenci v predikatové logice)
Necht formule A’ vznikne z A nahrazenim nékterych vyskyta podformuli By, ..., B,
po fadé formulemi Bj,...,B). Je-lli - By < Bj,...,F B, < B], potom plati i
FA«— AL



Definice (Prenexni tvar)
Formule predikatové logiky A je v preneznim tvaru, je-li A = (Q121)(Q2x2) . . . (Qnzy) B,
kden >0aVie {l,...,n} je @ =V nebo 3, B je oteviena formule a kvantifika-
tory (); jsou navzajem ruzné. B je otevrené jadro A, ¢ast s kvantifikatory je prefix
A.

Definice (Varianta formule predikdtové logiky)
Formule A’ je varianta A, jestlize vznikla z A postupnym nahrazenim podformuli
(Qz)B (kde @ je ¥V nebo 3) formulemi (Qy)B.[y] a y neni volnd v B. Podle véty
o variantdch je varianta s puvodni formuli ekvivalentni.

Lemma (o prenexnich operacich)
Pro prevod formuli do prenexniho tvaru se pouzivaji tyto operace (vysledna for-
mule je s ptuvodni ekvivalentni).Pro podformule B, C, kvantifikdtor () a promén-
nou x:

. podformuli Ize nahradit néjakou jeji variantou

.+ =(Q2)B « (Qx)-B

. F(B—(Qx)C) < (Qz)(B — C), pokud z neni volna v B
.+ ((Qz)B — C) « (Qx)(B — C), pokud x neni volna v C
F ((Qx)B&C) « (Qz)(B&C), pokud x neni volna v C
F((Qz)BV ()« (Qx)(BV (), pokud x neni volné v C

SO W N

Véta (o preneznich tvarech)
Ke kazdé formuli A predikatové logiky lze sestrojit ekvivalentni formuli A’, ktera
je v prenexnim tvaru. (Dtkaz: indukci podle slozitosti formule a z prenexnich
operaci, nékdy je nutné pfejmenovat volné proménné)

0.4 Automaty — Chomského hierarchie, tFfidy automata a
gramatik, determinismus a nedeterminismus.

Tiidy automatt a gramatik

Definice (Koneény automat)
Konecny automat je pétice A = (Q, X, 0, qo, F'), kde @) je stavovy prostor (mnozina
v8ech moznych stavi), X je abeceda (mnozina symboli), § je pfechodova funkce
0:Q xX —Q, q €Q je poc. stav a F' C () mnozina koncovych stavi.

Definice
Jazyk L je posloupnost symbolti, tedy L C X*, kde X* je mnozina vSech posloup-
nosti symbolt abecedy X. A je prazdné posloupnost symbolt. Rozsirend precho-
dovd funkce je 6* : () — X* - tranzitivni uzavér §. Jazyk rozpoznavany konecnym
automatem - reqularni jazyk je L(A) = {w|w € X*,§*(qo0,w) € F'}. Pravd kongru-
ence je takova relace ekvivalence na X*, ze Vu,v,w € X* : u ~ v = uw ~ vw. Je
konecéného indezu, jestlize X*/ ~ mé koneény pocet tid.
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Véta (Nerodova)
Jazyk L nad kone¢nou abecedou X je rozpoznatelny kon. automatem, prave kdyz
existuje prava kongruence kone¢ného indexu na X* tak, ze L je sjednocenim jistych
tiid rozkladu X*/ ~.

Véta (Pumping (iteracni) lemma)
Pro jazyk rozpoznatelny kon. automatem L existuje n € N tak, Ze libovolné slovo
z € L lze psat jako uvw, kde |uv| < n, [v| >1aVi>0: ww € L.

Definice
Dva automaty jsou ekvivalentni, jestlize prijimaji stejny jazyk. Homomorfismus
(isomorfismus) automat® je zobrazeni, zachovavajici po¢. stav, prech. funkei i
konc. stavy (+ prosté a na). Pokud existuje ismorfismus automati A — B, pak
jsou tyto dva ekvivalentni (jen 1 implikace!). DosaZitelny stav q - Jw € X* :
0*(qo, w) = q. Relace ekvivalence je automatovou kongruenci, pokud zachovava
konc. stavy a prech. funkci. Ke kazdému automatu existuje redukt - ekvivaletni
automat bez nedosazitelnych a navzajem ekvivalentnich stavi. Ten je urcen jed-
nozna¢né pro dany jazyk (az na isomorfismus), proto lze zavést normovany tvar.

Poznamka (Operace s jazyky)
S jazyky lze provadét mnozinové operace (U,N), rozdil ({wjw € Li&w ¢ Lo}),
doplnek ({w|w ¢ L}), dale zfetézeni (L - Ly = {uvju € Ly,v € Ly}), mocniny
(L =\, L' = LP. L), iterace (L* = LU L' UL2?U...), otoceni L% levy (i pravy)
kvocient (K \ L = {vjuv € L,u € K}) a derivace (kvocienty podle jednoslovného
jazyka). TFida jazykid rozpoznatelnych koneénymi automaty je na tyto operace
uzaviena.

Definice (Reguldrni jazyky)
Trida requldnich jazykid nad abecedou X je nejmensi t¥ida, kterd obsahuje (), Vo €
X obsahuje z a je uzaviena na sjednoceni, iteraci a zfetézeni.

Véta (Kleenova)
Jazyk je regularni, pravé kdyz je rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Definice (Reguldrni vgrazy)
Reguldarni vyrazy nad abecedou X = x4, ..., x, jsou nejmensi mnozina slov v abe-
cedé my, ..., xy, 0, A, ,-*, (,), kterd obsahuje vyrazy () a A a Vi obsahuje z; a je
uzaviend na sjednoceni (+), zietézeni (-) a iterace (*). Hodnota reg. vyrazu a je

reg. jazyk [a], lze takto reprezentovat kazdy reg. jazyk.

Definice (Dvoucestné konecné automaty)
Dvoucestny koneény automat je pétice (Q, X, 0, qo, F'), kde oproti kon. automatu
jed : QxX — @Qx{—1,0,1} (tj. pohyb cteci hlavy). Pfijima slovo, pokud vypocet
zacal vlevo v po¢. stavu a ¢teci hlava opustila slovo w vpravo v konc. stavu (mimo
slovo konéi vypocet okamzité).
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Poznamka
Jazyky prijimané dvoucestnymi automaty jsou regularni - kazdy dvoucestny au-
tomat lze pfevést na (nedeterministicky) koneény automat.

Definice (Zdsobnikové automaty)

Zasobnikovy automat je sedmice M = (Q, X, 9, qo, Zo, F'), kde proti regularnim
automatim je Y abeceda pro symboly na zasobniku, Z; pocatecni symbol na
zasobniku a funkce instrukei § : @@ x (X U{A}) xY — P(Q x Y™). Je z principu
nedeterministicky; vzdy se nahrazuje vrchol zasobniku, necte ale pokazdé vstupni
symboly. Instrukei (p, a, Z) — (g, w) lze vykonat, pokud je automat ve stavu p, na
zasobniku je Z a na vstupu a. Vykonani instrukce znamena zménu stavu, pokud
a # A, tak 1 posun ¢teci hlavy a odebrani Z ze zasobniku, kam se vloz w (prvnim
pismenem nahoru). Vypocet koné¢i bud prectenim slova, nebo v pfipadé, Ze pro
danou situaci neni definovana instrukce (Situace zas. automatu je trojice (p, u,v),
kde p € @, u je nepfecteny zbytek slova a v cely zasobnik ).

Ptijimat slovo je mozné bud koncovym stavem (slovo je pfecteno a automat
v konc. stavu), nebo zdsobnikem (slovo je pfecteno a zdsobnik prazdny — konc.
stavy jsou v takovém pfipadé nezajimavé - F = ().

Poznamka
Pro zas. automat prijimajici konc. stavem vzdy existuje ekvivalentni automat
(L(A;) = L(A,)) pfijimajici zdsobnikem a naopak.

Véta
Kazdy bezkontextovy jazyk je rozpoznavan zasobnikovym automatem, prijimaji-
cim prazdnym zasobnikem. Stejné pro kazdy zasobnikovy automat existuje bez-
kontextova gramatika, ktera generuje jazyk jim pfijimany.

Poznamka (Viastnosti bezkontextovijch gramatik)
Bezkontextova gramatika je redukovand, pokud VX € Vy existuje terminalni slovo
w € V7 tak, ze X =* w a navic VX € Vi, X # S existuji slova u, v tak, ze S =*
uXwv. Ke kazdé bezkontextové gramatice lze sestrojit ekvivalentni redukovanou.

Derivace, kterymi lze v bezkontext. gramatice dostat né€jaké terminalni slovo,
se lisi jen pofadim pouziti pravidel, proto lze zavést levé (pravé) derivace - tj.
kanonické derivace. Pokud X =* w, pak existuje i leva (prava) derivace. Znazor-
néni pribéhu derivaci je mozné urcit derivacnim stromem — urcuje jednoznacné
pravou/levou derivaci.

Bezkontextova gramatika je viceznacna, pokud v ni existuje slovo, které ma
dveé rizné levé derivace; jinak je jednoznacna. Jazyk je jednoznacny, pokud k nému
existuje generujici jednoznac¢né gramatika. Pokud je kazda gramatika néjakého
jazyka nejednoznacna, je tento podstatne nejednoznacny.

Definice (Greibachové normalni forma)
Gramatika je v Greibachové normdalni formé, jsou-li vSechna jeji pravidla ve tvaru
A — au, kde a € Vp a u € V5. Ke kazdému bezkontextovému jazyku existuje
gramatika v G. normélni formé tak, ze L(G) = L\ {\}. Kazdou bezkontextovou
gramatiku lze prevést do G. normalni formy.
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Poznamka (Upravy bezkontextovijch gramatik)
Spojenim vice pravidel (A — uBv,B — wy,...B — wy se pfevede na A —
uwyv|...|luwgv) dostanu ekvivalentni gramatiku. Stejné tak odstranénim levé re-
kurze (pfevod pres novy neterminl).

Definice (Chomského normdini forma)
Pro gramatiku v Chomského normdlni formé jsou vsechna pravidla tvaru X — Y 7
nebo X — a, kde X,Y,Z € Vy, a € V. Ke kazdému bezkontextovému jazyku L
existuje gramatika G v Chomského normalni formé tak, ze L(G) = L\ {\}

Poznamka (Viastnosti tridy bezkontextovych jazyki)
Trida bezkontextovych jazykil je uzaviena na sjednoceni, zrcadleni, fetézeni, ite-
raci a pozitivni iteraci, substituci a homomorfismus, inverzni homomorfismus a
kvocient s regularnim jazykem. Neni uzaviena na prinik a doplnék.

Definice (Dyckiv jazyk)
Dyckiv jazyk je definovan nad abecedou ay, @, ...a,, a,, gramatikou S — Aa;Sa)|...|a,Sal,.
Je bezkontextovy, popisuje spravna uzavorkovani a lze jim popisovat vypocty za-
sobnikovych automatii, tedy i bezkontextové jazyky.

Definice (Turingiv stroj)
Turingiv stroj je pétice T' = (Q, X, 9, qo, F'), kde X je abeceda, obsahujici symbol
e pro prazdné policko, prechodova funkce 6 : (Q \ F) x X — @ x X x {-1,0,1}
popisuje zménu stavu, zapis na pasku a posun hlavy. Vypocet kon¢i, neni-li defi-
novana zadna instrukce (spec. plati pro ¢ € F'). Konfigurace Turingova stroje jsou
udaje, popisujici stav vypoctu — nejmensi souvisla ¢ast pasky, obsahujici vSechny
neprazdné bunky a ¢tenou bunku, vnitini stav a poloha hlavy. Krok vypoctu je
uqu| — wpz pro u ¢ast slova vlevo od akt. pozice na pésce, v od ¢teného pismena
dal a q stav stroje. Vypocet je posloupnost kroki, slovo je w prijimano, pokud
qow| —* upv, p € F. Jazyky (mnoziny slov bez ¢€) pfijimané Turingovymi stroji
jsou rekurzivné spocetne.

Veéta
Kazdy jazyk typu 0 (s gramatikou s obecnymi pravidly) je rekurzivné spocetny.

Chomského hierarchie

Definice (Prepisovaci systém)
Prepisovact (produkéni) systém je dvojice R = (V, P), kde V' je kone¢na abeceda
a P mnozina prepisovacich pravidel (uspofadanych dvojic prvku z V*). Slovo w se
primo prepise na z (w = z), pokud Ju,v,z,y € V : w = zuy, z = zvy, (u,v) € P.
Derivace (odvozent) je zietézeni nékolika pfimych prepséani.

Definice (Generativni gramatika)
Generativni gramatika je ¢tvefice G = (Vy, Vr, S, P), kde Vi je mnoZzina netermi-
néalnich symboli, V7 mnoZina termindlnich symbold, S startovaci symbol (S € Vy)
a P mnozina pravidel. Jazyk generovany gramatikou je L(G) = {w € V5, S =* V'}.
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Definice (Chomského hierarchie)

Chomského hierarchie je rozdéleni gramatik do 4 t¥id podle omezeni na pravidla:

GO (Rekurzivné spocetné jazyky) mohou mit obecna pravidla.

G1 (Kontextové jazyky/gramatiky) - jen pravidla tvaru aXf — awf, kde
X € Vy aa,f,we (VyUVp), navic |w| > 0. Mze obsahovat i pravidlo
S — A, ale pak se S nesmi vyskytovat na pravé strané zadného pravidla.

G2 (Bezkontextové jazyky/gramatiky) - jen pravidla tvaru X — w, kde X €
VN, w e (VN U VT)*

G3 (Reguldrni jazyky/pravé linedrni gramatiky) - jen pravidla typu X — wY
aX —w kdeweVyaXYeVy.

Definuje uspotadani t¥id jazyki podle inkluze, tedy £0 D L1 D L2 D L3.

Poznamka
S £1 D L2 nastava problém, protoze bezkontextové gramatiky umoznuji pravidla
tvaru X — \. ReSenim je pfevod na nevypoustéjici bezkontextové gramatiky -
takové bezkontextové gramatiky, které nemaji pravidla typu X — .

Véta (o nevypoustéjicich bezkontextovych gramatikdach)
Ke kazdé bezkontextové G existuje nevypoustéjici bezkontextova Gy tak, ze L(Gg) =
L(G)\ \. Je-li XA € L(G), pak 3Gy, t.z. L(G1) = L(G) a jediné pravidlo v G s A
na pravé strané je S — A a S neni v G na pravé strané zadného pravidla.

Poznamka (Linedrni gramatiky)
Pro kazdou gramatiku typu G3 lze sestrojit kone¢ny automat, ktery pfijima pravé
jazyk ji generovany, stejné tak pro kazdy konecny automat 1ze sestrojit gramatiku
G3. Levé linearni gramatiky také generuji regularni jazyky, diky uzavienosti na
reverzi. Linedrni gramatiky, s pravidly typu X — uYv, X — w, kde XY €
VN, u,v,w € Vi, generuji linearni jazyky - silnéjsi nez regularni jazyky.

Poznamka (Kontextové gramatiky)
Separovand gramatika je gramatika, obsahujici pouze pravidla tvaru o — 3, kde
bud «, 3 € V3, nebo o € Vy a 8 € Vp U {\}. Ke kazdé kontextové gramatice
lze sestrojit ekvivalentni separovanou. Nevypoustéjici (monotonni) gramatika je
takova, ze pro kazdé pravidlo u — v plati |u| < |v|. Ke kazdé monoténni gramatice
lze nalézt ekvivalentni kontextovou.

Determinismus a nedeterminismus

Definice (Nedeterministicky konecny automat)
Nedeterministicky konecny automat je pétice (Q, X, 0,5, F'), kde @ je mn. stavi,
X abeceda, F' mn. konc. stavi, S mnoZina poc¢atecnich staviia 6 : Q@ x X — P(Q)
je prechodova funkce. Slovo w je takovym automatem pfijimano, pokud existuje
posloupnost stavi {¢;}!, tak, 7ze ¢1 € S, ¢iy1 € 8(qi, xi), qus1 € F.
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Poznamka
Pro kazdy nedeterministicky kone¢ny automat A lze sestrojit deterministicky kon.
automat B tak, Ze jimi pfijimané jazyky jsou ekvivalentni (miZe to znamenat
exponencialni nartst poctu stavi).

Definice (Deterministicky zasobnikovy automat)
Deterministicky zasobnikovy automat je M = (Q, X, Y, 0, qo, Zo, F') takové, ze Vp €
Q,Va € (X U{A}),VZ €Y plati |§(p,a, Z)| <1 a navic pokud pro néjaké p, Z je
d(p,\, Z) # 0, pak Va € X je d(p,a,Z) = 0.

Poznamka
Deterministicky zasobnikovy automat je ”slabsi” nez nedeterministicky, rozpoz-
nava deterministické bezkontextové jazyky koncovym stavem a bezprefizové bez-
kontextové jazyky prazdnym zasobnikem (takové jazyky, kde u € L(M) = Yw €
X*:uw ¢ L(M)) - kdyz se poprvé zasobnik automatu vyprazdni, vypocet urcité
kondi.

Bezprefixové bezkontextové jazyky jsou vzdy deterministické, opacné to ne-
plati. Deterministicky bezkontextovy jazyk lze na bezprefixovy prevést zietézenim
s dalsim symbolem, ktery neni v ptivodni abecedé.

Regularni jazyky a bezprefixové bezkontextové jazyky jsou neporovnatelné
mnoziny.

Definice (Nedeterministicky Turingiv stroj)
Nedet. Turingtiv stroj je pétice T' = (Q, X, , qo, F'), kde oproti deterministickym
jed: (Q\F)x X — P(Q x X x {-1,0,1}). Prijimé slovo w, pokud existuje
néjaky vypocet gow| —* upv tak, ze p € F.

Poznamka
Nedeterministické Turingovy stroje prijimaji praveé rekurzivné spocetné jazyky, tj.
nejsou silnéjsi nez deterministické. Vypocty nedet. stroje lze totiz diky nekonec-
nosti pasky simulovat deterministickym (napf. prohleddvanim do Sitky).

Definice (Linedrné omezeny automat)
Linedrné omezeny automat je nedeterministicky Turingtiv stroj s omezenou paskou
(napt. symboly [ a r, které nelze pfepsat ani se dostat mimo jejich rozmezi). Slovo
je prijiméano, pokud golwr| —* upv, kde p € F. Prostor vypoctu je omezen délkou
vstupniho slova. Linearné omezené automaty prijimaji pravé kontextové jazyky.

Poznamka (Rozhodnutelnost)
Turingtiv stroj muze nepfijmout slovo bud skoncenim vypoctu v nekoncovém
stavu, nebo pokud vypocet nikdy neskonci. Turingiv stroj rozhoduje jazyk L, kdyz
prijiméa pravée slova tohoto jazyka a pro libovolné slovo je jeho vypocet konecny.
Takové jazyky se nazyvaji rekurzivni.

Problém zastaveni vypoctu Turingova stroje je algoritmicky nerozhodnutelny
(kvili moznosti jeho simulace jingm Turingovym strojem). Pro bezkontextové ja-
zyky je algoritmicky rozhodnutelné, zda dané slovo patii do jazyka. Pro bezkon-
textovou gramatiku nelze algoritmicky rozhodnout, zda L(G) = X*. Pro dvé kon-
textové gramatiky je nerozhodnutelné, zda jejich jazyky maji neprazdny prinik.
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